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§1. Аксиомы I-VI

1. Что изучает геометрия


Будем рассматривать два основных вида объектов – точку и прямую.  

Любой объект, состоящий из точек, включая отдельную точку, называется 
геометрической фигурой. Прямая тоже состоит из точек, поэтому является 
геометрической фигурой. 


Геометрия – это наука о свойствах геометрических фигур.  

Точки обозначаются прописными латинскими буквами А, B, C, D, … 

Прямые обозначаются строчными латинскими буквами a, b, c, d, …




Если некоторая точка А является точкой данной фигуры, мы говорим, что точка А 
принадлежит данной фигуре. Принадлежность точки фигуре является примером 
отношения между фигурами.


Предложение, выражающее свойство геометрической фигуры называется 
теоремой. Правильность утверждения о свойстве той или иной геометрической 
фигуры устанавливается путём рассуждения, которое называется доказательством.  
Вспомогательное утверждение, необходимое для доказательства какой-нибудь 
теоремы, называется леммой. Объяснение смысла нового понятия (фигуры или 
отношения фигур) называется определением.


Основные геометрические понятия не имеют определений, а их свойства задаются 
утверждениями, которые называются аксиомами. Эти утверждения не 
доказываются, а используются при доказательствах теорем. 

Плоскость – это фигура, которая состоит из всех точек, для которых выполняются 
следующие десять аксиом. 


2. Принадлежность и пересечение


Аксиома I. Каждой прямой принадлежат по крайней мере две точки. Существуют 
три точки плоскости, не лежащие на одной прямой.
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Если точка А принадлежит прямой а, можно также сказать, что прямая а проходит 
через точку А. 

Аксиома II. Каковы бы ни были две точки, существует и притом только одна прямая, 
проходящая через эти точки.


Две точки однозначно указывают конкретную прямую, поэтому прямую можно 
обозначать двумя точками, лежащими на ней. Например, прямая АВ. 

Определение 1. Прямые a и b пересекаются в точке С, если точка С принадлежит и 
прямой а, и прямой b. Точка С называется точкой пересечения прямых a и b.  

Теорема 1. Через каждую точку данной прямой можно провести прямую, 
пересекающую данную. 


Доказательство. Пусть а – данная прямая, отметим на 
ней произвольную точку С. По аксиоме I существует 
точка В, не лежащая на прямой а. Проведём через 
точки В и С прямую b (акс. II). Прямая b проходит 
через точку B, не лежащую на прямой a, значит 
прямая b отличается от а, но имеет с ней общую точку 
С. Это и означает, что прямые a и b пересекаются в 
точке С (опр. 1). Теорема доказана. 


Введём обозначения: ¬ – отрицание некоторого утверждения; ⨂ – противоречие.  

Теорема 2. Две прямые могут пересекаться только в одной точке. 

Доказательство. Допустим, что две прямые пересекаются в двух или более точках 
(¬). Тогда через эти две точки (или какие-нибудь две точки из всех точек 
пресечения) проходят две различные прямые (опр. 1), но это противоречит аксиоме 
II ⨂. Значит две прямые не могут пересекаться в двух и более точках. 
Следовательно две прямые могут пересекаться только в одной точке. Теорема 
доказана.


3. Отрезок


Аксиома III. Из трёх точек на прямой одна и только одна лежит между двумя 
другими.

Если точка В лежит между точками А и С, можно также сказать, что точки А и С 
лежат по разные стороны от точки В, или что точка В разделяет точки А и С. 
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Если точка В разделят А и С, то точка С уже не разделяет А и В (по аксиоме III 
только одна точка лежит между двумя другими). Поэтому можно дать ещё одно 
определение. 


Определение 2. Точки А и В лежат по одну сторону от точки С, если они не 
разделяются точкой С.  

Определение 3. Пусть на прямой a лежат точки А и В. Отрезком АВ называется 
часть прямой а, которая состоит из всех точек этой прямой, лежащих между 
точками А и В. Точки А и В называются концами отрезка АВ.  

Из определения следует, что концы отрезка не принадлежат отрезку. Если точка С 
принадлежит отрезку АВ, то говорят также, что отрезок АВ содержит точку С. 

Аксиома IV. Каковы бы ни были две точки А и В, существует отрезок АВ. Каждому 
отрезку принадлежит положительное действительное число, называемое длиной 
отрезка. Если точка С лежит на отрезке АВ, то длина отрезка АВ равна сумме длин 
отрезков АС и ВС. 

Определение 4. Два отрезка, не обязательно различных, называются равными, 
если они имеют одинаковую длину. Из двух неравных отрезков больше тот у 
которого больше длина, меньше тот у которого меньше длина.


Определение 5. Пусть на прямой a лежат точки А и В. Полупрямой или лучом АВ 
называется часть прямой, которая состоит из всех точек прямой, вместе с точкой В 
лежащих по одну сторону от точки А. Точка А называется начальной точкой 
полупрямой. 


Теорема 3. Отрезок АВ является частью полупрямой АВ, то есть каждая точка 
отрезка АВ является точкой полупрямой АВ. 

Доказательство. Пусть Х – некоторая точка на отрезке АВ. По 
определению отрезка точка Х лежит между точками А и В. 
Следовательно точка А не разделяет точки Х и В (по аксиоме III 
только одна точка из трёх лежит между двумя другими и в 
данном случае это точка X), а это и означает, что Х и В лежат 
по одну сторону от точки А (опр. 2). Следовательно по 

определению полупрямой точка Х принадлежит полупрямой АВ. Теорема доказана. 


Аксиома V. Каково бы ни было положительное число d, на данной полупрямой из её 
начальной точки можно отложить и притом только один отрезок длины d. 
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Теорема 4. Если на полупрямой AB из её начальной точки А отложить отрезок АС, 
меньший отрезка АВ, то точка С будет лежать между точками А и 
В. Если отложить отрезок АС, больший АВ, то точка В будет 
лежать между А и С. 

Доказательство. Рассмотрим случай, когда отрезок АС меньше 
АВ. Точка А не может лежать между точками В и С, потому что А 
начальная точка полупрямой АВ (опр. 5 и 2). Если бы точка В 
лежала между А и С (¬), то по аксиоме IV АВ + СВ = АС, а значит 

АС > АВ (по свойству положительных чисел), но по условию теоремы AC < AB ⨂. 
Значит точка В не лежит между А и С. Но одна из трёх точек на прямой должна 
лежать между двумя другими (акс. III), значит точка С лежит между А и В.  

Случай, когда отрезок АС больше АВ рассматривается аналогично. Теорема 
доказана.


Теорема 5. На каждой полупрямой АВ есть неограниченное количество точек, как 
лежащих между точками А и В, так и не лежащих между ними. 

Доказательство. На полупрямой AB существуют отрезки АХ1, АХ2, AХ3, AХ4, … 
длины которых меньше длины АВ (акс. VI). При этом по теореме 4 точки Х1, Х2, Х3, 
Х4, … лежат между точками А и В. Поскольку существует неограниченное 
количество чисел больших нуля и меньших длины отрезка АВ, то таких точек на 
прямой тоже неограниченное количество. 


Теперь, откладывая на полупрямой АВ отрезки АY1, АY2, AY3, AY4, … длины которых 
больше длины АВ, получаем точки Y1, Y2, Y3, Y4, … По теореме 4 точка В лежит 
между точками А и Y1, А и Y2, А и Y3, и так далее, значит сами точки Y1, Y2, Y3, Y4, … 
не лежат между А и В (акс. III). Поскольку существует сколько угодно чисел 
больших длины АВ, то и точек Y1, Y2, Y3, Y4, … тоже сколько угодно. Теорема 
доказана. 


Определение 6. Точка С, принадлежащая отрезку АВ, называется серединой 
отрезка АВ, если АС = ВС. 

Теорема 6. У любого отрезка есть середина. 

Доказательство. Пусть АВ – произвольный отрезок. Отложим на луче АВ отрезок 
АС, длина которого равна половине длины AB (акс. V). Так как АС < AB, то по 
теореме 4 точка С лежит на отрезке АВ. Тогда по аксиоме IV АВ = АС + ВС. 
Следовательно ВС = АВ – АС = АВ –  =  = АС. Значит точка С есть середина 

отрезка АВ (опр. 6). Теорема доказана.  

4. Полуплоскость. 


A B
2

A B
2
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Определение 7. Отрезок АВ пересекается с прямой а, не совпадающей с прямой 
АВ, в точке C, если точка С принадлежит и отрезку АВ, и прямой а. 


Поскольку прямая АВ и прямая а могут пересекаться только в одной точке, то и 
отрезок АВ пересекается с прямой а только в одной точке.


Определение 8. Пусть дана прямая а и не лежащая на ней точка А. Полуплоскостью 
точки А называется часть плоскости, которая состоит из точки А и всех точек 
плоскости, кроме точек прямой а, для которых соединяющий их с А отрезок не 
пересекает прямую а.


Аксиома VI. Прямая, принадлежащая плоскости, разбивает плоскость на две 
полуплоскости так что каждая точка плоскости, кроме точек этой прямой, попадает 
либо в одну полуплоскость либо в другую.


Определение 9. Треугольником называется фигура, которая 
состоит из трёх точек, не лежащих на одной прямой, и трёх 
попарно соединяющих их отрезков. Эти точки называются 
вершинами треугольника, а отрезки – сторонами. 


Треугольник обозначается указанием его вершин, например, 
∆АВС. Существование треугольника непосредственно следует из аксиом I и IV.


Теорема 7 (Паш, 1882). Если прямая а, не проходящая ни через одну из вершин 
треугольника АВС, пересекает его сторону АВ, то она пересекает и притом только 
одну из двух других сторон, ВС или АС.


Доказательство. Прямая а разбивает плоскость на две полуплоскости. Поскольку 
отрезок АВ пересекается с прямой а, по определению 8 точка B не лежит в 
полуплоскости точки А. Точка С лежит либо в полуплоскости точки А либо в 
полуплоскости точки В (акс. VI). Если точка С лежит в полуплоскости точки А, то по 
определению 8 отрезок АС не пересекается с прямой а, а отрезок ВС пересекается 
с этой прямой (иначе точка С лежала бы ещё и в полуплоскости точки В, но это 
противоречит аксиоме VI). Если точка С лежит в полуплоскости точки В, то отрезок 
ВС не пересекается с прямой а, а отрезок АС пересекается. В обоих случаях 
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прямая а пересекает и притом только один из отрезков АС или ВС. Теорема 
доказана.


Лемма 1. Если прямая а пересекается с прямой b в точке А, то любой отрезок 
прямой а пересекается с прямой b тогда и только тогда, когда содержит точку А. 

Доказательство.  Если отрезок содержит точку А, принадлежащую прямой b, то он 
пересекает прямую b по определению 7. 


Допустим, что некоторый отрезок прямой а не содержит точку А, но пересекается с 
прямой b в точке В, отличной от А (¬). Отрезок является частью прямой а (опр. 3), 
следовательно точка В тоже является точкой прямой а. Таким образом прямые а и 
b пересекаются в двух точках – А и В, что противоречит теореме 2 ⨂. 
Следовательно отрезок прямой а может пересекаться с прямой b, только если 
содержит точку А. Лемма доказана. 


Теорема 8.1. Если две точки лежат в одной полуплоскости относительно данной 
прямой, то отрезок, соединяющий эти точки не пересекает данную прямую.

Доказательство. Пусть а – данная прямая и А точка, не лежащая на прямой а. Пусть  
некоторые точки В и С лежат в полуплоскости точки А. Докажем, что отрезок ВС 
не пересекается с прямой а. Будем рассматривать два случая, когда точки В и С 
лежат на одной прямой с точкой А и когда они не лежат на одной прямой с точкой 
А. 

Сначала рассмотрим случай, когда точки А, В, С не 
лежат на одной прямой. Тогда существует треугольник 
АВС (опр. 9). Если бы прямая а пересекала сторону ВС 
треугольника, то по теореме 7 она должна была 
пересекать либо сторону АВ либо сторону АС. Но 
поскольку точки В и С лежат в полуплоскости точки А, 
прямая а по определению полуплоскости не 

пересекает отрезки АВ и АС. Следовательно не пересекает она и отрезок ВС. 


Случай когда все три точки лежат на одной прямой рассматривать немного 
сложнее. Пусть Е произвольная точка прямой а, не 
являющаяся точкой пересечения прямых а и АС. 
Тогда прямая АЕ не совпадает с прямой АС. Отложим 
на полупрямой АЕ отрезок AD, меньший AE. По 
теореме 4 точка D лежит между точками A и Е, 
следовательно точка Е не лежит между точками А и 
D, и не принадлежит отрезку AD (опр. 3). Тогда по 
лемме 1 отрезок AD не пересекает прямую а, и, 
следовательно, точка D лежит в полуплоскости точки 
А, но не принадлежит прямой AC.
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Рассмотрим треугольник ADC. Прямая а не пересекает 
отрезок AD и не пересекает отрезок AC, потому что точки 
D и С лежат в полуплоскости точки А. Тогда с помощью 
теоремы 7 заключаем, что прямая а не пересекает и 
отрезок DC. Аналогично рассматривая треугольник АВD 
заключаем, что прямая а не пересекает и его сторону DB. 

Наконец, рассмотрим треугольник DBC. Мы доказали, что прямая а не пересекает 
стороны DB и DC, а значит она не пересекает и сторону ВС. 


Итак, в обоих случаях если точки В и С лежат в одной плоскости относительно 
прямой а, то прямая а не пересекает отрезок ВС. Теорема доказана. 


Следствие. Если отрезок АВ не пересекает прямую а, то полуплоскости точек А и В 
совпадают, то есть состоят из одних и тех же точек.

Доказательство. Так как отрезок АВ не пересекается с прямой а, можно сказать, 
что точка В лежит в полуплоскости точки А (опр. 8). Если некоторая точка С лежит 
в полуплоскости А, то по теореме 8.1 отрезок ВС не пересекается с прямой а, а 
значит, можно сказать, что точка С лежит и в полуплоскости точки В. Аналогично 
доказывается обратное, что если точка С лежит в полуплоскости точки В, то она 
лежит и в полуплоскости точки А. Следствие доказано. 


Теорема 8.2. Если две точки лежат в разных полуплоскостях относительно данной 
прямой, то отрезок, соединяющий эти точки, пересекает данную прямую. 


Доказательство. Пусть а – данная прямая, А – точка, не 
лежащая на прямой а. Некоторая точка С лежит в 
полуплоскости точки А, а точка В не лежит. Тогда по 
определению полуплоскости отрезок АС не пересекается 
с прямой а, а отрезок AB пересекается. Докажем, что 
отрезок ВС пересекается с прямой а. 


Снова придётся рассматривать два случая. Первый 
случай, когда точки А, В, С не лежат на одной прямой. 

Тогда существует треугольник АВС, прямая а пересекает его сторону АВ и не 
пересекает сторону АС, значит по теореме 7 прямая а пересекает сторону ВС. 


Рассмотрим случай, когда точки А, В, С лежат на одной прямой. Пусть точка D 
лежит в полуплоскости точки А, но не на прямой АС. Её можно построить точно так 
же как в доказательстве теоремы 7.1. Значит существует треугольник DBA, в 
котором прямая a не пересекает сторону DA, но пересекает сторону AB. Тогда 
прямая a пересекает сторону DB (т. 7). 
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В треугольнике DBC прямая а пересекает DB и, по теореме 8.1, не пересекает 
сторону DC (ведь точки D и C лежат в полуплоскости точки А). Значит прямая a 
пересекает сторону ВС треугольника DBC (т. 7). Теорема доказана. 


Из теоремы 8.2 следует, что если отрезок BC не пересекает прямую а, то точки B и 
С лежат в одной полуплоскости относительно прямой а. Ведь если бы они лежали в 
разных полуплоскостях, то отрезок ВС пересекал бы прямую а. Значит можно 
сформулировать теорему 8 следующим образом. 


Теорема 8. Две точки принадлежат одной полуплоскости относительно данной 
прямой тогда и только тогда, когда соединяющий их отрезок не пересекается с 
данной прямой.

Доказательство. Следует из теорем 8.1 и 8.2. Теорема доказана. 


Из теоремы 8 следует, что если отрезок АВ не пересекает прямую а, то 
полуплоскости точек А и В совпадают. 

5. Полупрямая


Теорема 9. Пусть через начальную точку А полупрямой АВ проведена прямая а, 
отличная от прямой АВ. Тогда полупрямая АВ состоит из тех и только тех точек 
прямой АВ, которые лежат в одной полуплоскости с точкой В относительно прямой 
а. 

Доказательство. Возьмём произвольную точку Х на полупрямой АВ. Точки Х и В 

лежат по одну сторону от точки А (опр. 5). Следовательно точка 
А не принадлежит отрезку ХВ (опр. 3). Значит отрезок ХВ не 
пересекает прямую а (лемма 1). Так как отрезок ХВ не 
пересекается с прямой а, то точка Х лежит в одной 
полуплоскости с точкой В относительно прямой а (т. 8). 


Если Х – точка прямой АВ, лежащая в одной полуплоскости с 
точкой В, то отрезок ВХ не пересекается с прямой а (т. 8). 

Следовательно, точка А не принадлежит отрезку ВХ (лемма 1). Значит точки В и Х 
лежат по одну сторону от точки А, то есть точка Х принадлежит полупрямой АВ 
(опр. 5). Теорема доказана.


Теорема 10. Если через конец А отрезка АВ провести прямую а, отличную от 
прямой АВ, то весь отрезок АВ будет в одной полуплоскости относительно прямой 
а. Именно, он будет в полуплоскости где лежит его конец В. 

Доказательство. Следует из того, что отрезок АВ является частью полупрямой АВ 
(теорема 3) и теоремы 9. Теорема доказана.
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Лемма 2. Пусть А некоторая точка прямой а. На прямой a существуют точки В и С, 
лежащие по разные стороны от точки А.

Доказательство. Отметим на прямой а ещё одну точку B (акс. I). На полупрямой ВА 
отложим отрезок ВС, больше отрезка ВА (акс. IV), тогда точка А будет лежать 
между точками В и С (т. 4). Лемма доказана. 


Теорема 11. Точка А, лежащая на прямой а, разбивает эту прямую на две 
полупрямые с начальной точкой А. Точки одной полупрямой не разделяются точкой 
А, а точки различных полупрямых разделяются этой точкой. 

Доказательство. Проведём через точку А прямую b, отличную от прямой а (т. 1). По 
лемме 2 на прямой а существуют точки В и С, лежащие по разные стороны от точки 
А. Следовательно точка А принадлежит отрезку ВС (опр. 3), который пересекает 
прямую b в точке A (опр. 7). Значит точки B и C лежат в разных полуплоскостях 
относительно прямой b (т. 8). Тогда все точки прямой а, лежащие в одной 
полуплоскости с точкой В составляют полупрямую АВ (т. 9), а все точки прямой а, 
лежащие в полуплоскости точки С составляют полупрямую АС. Прямые a и b 
имеют только одну общую точку (т. 2), следовательно каждая точка прямой а, 
кроме точки А, лежит в одной из двух полуплоскостей, на которые разбивает 
плоскость прямая b (акс. VI), и принадлежит либо полупрямой АВ либо АС. 


Пусть точки E и D лежат на прямой а по одну сторону от точки А. Тогда точка А не 
лежит между точками Е и D (опр. 2), а значит отрезок ED не содержит точку А (опр. 
3) и, следовательно, не пересекается с прямой b (лемма 1), следовательно точки E и 
D принадлежат одной полуплоскости относительно прямой b (либо полуплоскости 
точки В либо С) (акс. VI), а значит и одной полупрямой с начальной точкой А – АВ 
или АС (т. 9). Если точки E и D разделяются точкой А, то отрезок ED пересекает 
прямую b, следовательно точки Е и D лежат в разных полуплоскостях относительно 
прямой b, а значит принадлежат разным полупрямым с начальной точкой А. 
Теорема доказана. 


Из теоремы 11 следует, что если на прямой AB точки В и С лежат по одну сторону 
от точки А, то полупрямые АВ и АС совпадают. 

Теорема 12. Если точка В лежит на полупрямой АС, то отрезок АВ является частью 
полупрямой АС, то есть любая точка отрезка АВ принадлежит полупрямой АС. 

Доказательство. Пусть Х – произвольная точка отрезка АВ. Тогда Х лежит между 
точками А и В (опр. 3), значит точка А не лежит между точками В и Х (акс. III), и 
точки В и Х лежат по одну сторону от точки А (опр. 2). Тогда по теореме 11 точки В 
и Х принадлежат одной и той же полупрямой, то есть полупрямой АС. Теорема 
доказана. 
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Теорема 13. Пусть на полупрямой AD отложены отрезки AB и AC. Тогда если AC < 
AB, то точка C лежит между точками А и В, если AС > AB, то точка В лежит между 
точками А и С. 

Доказательство. Доказательство дословно повторяет доказательство теоремы 4, 
только при обосновании того, что точка А не может лежать между точками В и С 
теперь надо сослаться на теорему 11. Теорема доказана. 


Определение 9. Полупрямые с общей начальной точкой и состоящие из точек 
одной прямой называются дополнительными.


Теорема 14. У каждой полупрямой есть дополнительная полупрямая.

Доказательство. По определению полупрямая является частью прямой, и 
начальная точка полупрямой разбивает эту прямую на две полупрямые (т. 11). 
Вторая и является дополнительной к первой (опр. 9). Теорема доказана. 


Теорема 15. Если точка Х принадлежит отрезку АВ, то отрезок АХ является частью 
отрезка АВ, то есть что любая точка отрезка АХ является точкой отрезка АВ. 

Доказательство. Х – точка отрезка АВ и, следовательно, Х лежит на полупрямой АВ 
(т. 3). Пусть Y – произвольная точка отрезка АХ, тогда Y лежит между точками А и Х 
(опр. 3), значит точка А не лежит между точками X и Y (акс. III), и точки Х и Y лежат 
по одну сторону от точки А (опр. 2). Тогда по теореме 11 точки X и Y принадлежат 
одной полупрямой, то есть полупрямой АВ. Следовательно отрезок AY является 
частью полупрямой АВ (т. 12). 


По аксиоме IV АВ = АX + XВ, следовательно AX < AB. Аналогично доказывается, что 
AY < AX. Из двух неравенств следует, что AY < AB. Тогда по теореме 4 точка Y 
лежит между точками А и В, следовательно она принадлежит отрезку АВ (опр. 3). 
Теорема доказана. 


Теорема 16. Если точки А и В лежат в одной полуплоскости относительно прямой а, 
то весь отрезок АВ лежит в одной полуплоскости относительно прямой а.

Доказательство. Точки А и В лежат в одной полуплоскости относительно прямой а, 
значит на отрезке АВ нет точек, принадлежащих прямой а (т. 11). Пусть Х – 
произвольная точка отрезка АB. По теореме 15 отрезок АХ является частью 
отрезка АВ. Так как на отрезке АВ нет точек пересечения с прямой а, то и на 
отрезке АХ нет точек пересечения с прямой а, следовательно точка Х лежит в 
полуплоскости точки А (т. 11). Теорема доказана. 


6. Координаты


Определение 10. Пусть а – действительное число, тогда –а это такое число, что –а + 
а = 0. Число –а называется противоположным а. 
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Пример. Если а = 5, то –а = –5, если а = –5, то –а = 5, если а = 0, то –а = 0.


Определение 11. Число, называемое модулем числа а (обозначается |a|), равно 
числу а, если а положительное, равно –а, если а отрицательное, и равно нулю, если 
а равно 0. 


Пример. |5| = 5; |–5| = 5. 


Пусть О – некоторая точка прямой, поставим ей в соответствии число 0. Точка О 
делит прямую на две полупрямые, одну из которых мы будем называть 
«положительной», а другую «отрицательной». Если некоторая точка А принадлежит 
положительной полупрямой, то поставим ей в соответствие число, равное длине 
отрезка ОА. Если точка А принадлежит отрицательной полупрямой, то поставим ей 
в соответствие отрицательное число, противоположное длине отрезка ОА. 


Определение 12. Числа, поставленные в соответствие точкам прямой по 
указанному правилу, называются координатами точек прямой. Точка, которой 
соответствует число 0, называется началом координат.  

Теорема 17. Длина отрезка АВ равна модулю разности координат точек В и А на 
прямой АВ. 


Доказательство. Будем обозначать координату точки А буквой а, а точки В буквой 
b. То есть требуется доказать, что АВ = |b – a|. 


Заметим, что если b > a, то разность b – a положительна. Тогда по определению 
модуля |b – a| = b – a. Если a > b, то разность b – a отрицательна и |b – a| = –(b – a) = 
–b + a = a – b.


Рассмотрим все варианты расположения точек А и В относительно начала 
координат. Если точка А принадлежит положительной полупрямой, а В 
отрицательной, то a = OA и b = –OB (опр. 12), следовательно длина ОА = a, длина 
OB = –b. Точки А и В разделяются точкой О, значит по аксиоме IV АВ = ОА + ОВ = a 
+ (–b) = a – b = |b – a|. 


Если точка А принадлежит отрицательной полупрямой, а точка В положительной, 
то АВ = ОА + ОВ = –a + b = b – a = |b – a|.
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Если точки А и В принадлежат положительной полупрямой, то либо А лежит между 
О и В, либо В между О и А (точка О не лежит между А и В так как является 
начальной точкой полупрямой). Если точка В лежит между О и А, то по аксиоме IV 
ОА = ОВ + АВ, следовательно АВ = ОА – ОВ = a – b = |b – a|. Если А лежит между В и 
О, то АВ = ОВ – ОА = b – a = |b – a|. 

Если А и В принадлежат отрицательной полупрямой, и В лежит между О и А, то АВ 
= ОА – ОВ = –a – (–b) = –a + b = b – a = |b – a|. Если А лежит между O и B, то АВ = ОВ 
– ОА = –b – (–a) = a – b = |b – a|. Теорема доказана.


Введение координат на прямой устанавливает взаимно однозначное соответствие 
между токами прямой и действительными числами. То есть каждому числу 
соответствует одна точка на прямой, и каждой точке соответствует одно число. 
Действительно, какова бы ни была точка А прямой, существует отрезок ОА 
определённой длины d (аксиома IV). Если точка А лежит на положительной 
полупрямой, то ей соответствует число d, если А на отрицательной полупрямой, то 
ей соответствует –d. Наоборот, каково бы ни было число d по аксиоме V можно 
отложить от точки О отрезок ОА с длиной |d| (если d отрицательное, то на 
отрицательной полупрямой, а если положительное, то на положительной) и 
получить соответствующую d точку А. Таким образом мы поставили в соответствие 
каждой точке число, а каждому числу его точку. 


Обратим внимание на разницу в терминологии. В учебниках алгебры отрезком [a; b] 
называется числовой промежуток, который включает свои концы, то есть числа а и 
b в алгебре являются частью отрезка [a; b]. В геометрии концы отрезка не 
считаются точками отрезка.


Определение 13. Пусть а и b два числа. Число  называется полусуммой а и b.


Лемма 3. Если |a| = |b|, то либо a = b (если a и b одного знака) либо a = –b (если а и b 
разных знаков).

Доказательство. Рассмотрим четыре случая. 1. Если a < 0 и b < 0, то по 
определению модуля –а = –b, следовательно a = b; 2. Если a < 0 и b > 0, то –а = b, 
следовательно a = –b; 3. Если a > 0 и b > 0, то a = b; 4. Если a > 0 и b < 0, то a = –b. 
Лемма доказана. 


Теорема 18. Координата середины отрезка равна полусумме координат его концов. 

Доказательство. Пусть точка С – середина отрезка АВ. Обозначим a координату 
точки А, b координату точки В, с координату С. По определению середины АС = 
ВС, тогда по теореме 17 |c – a| = |c – b|. Числа (c – a) и (c – b) либо одного знака либо 
разных. Тогда по лемме 3 либо c – a = с – b либо c – a = – (с – b). В первом случае 

a + b
2
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получается, что a = b, что невозможно так как точки А и В различны. Значит c – a = 

– (с – b), откуда получаем . Теорема доказана. 


Теорема 19. Пусть АВ некоторый отрезок и координата а точки А меньше чем 
координата b точки В. Тогда если точка С принадлежит отрезку АВ, то её 
координата с принадлежит числовому интервалу (a; b). Обратно, если число с 
принадлежит интервалу (a; b), то точка С с координатой с принадлежит отрезку АВ.

Доказательство. Докажем первое утверждение теоремы. Если С точка отрезка АВ, 
то по аксиоме IV АВ = АС + ВС. Тогда по теореме 17 |b – a| = |c – a| + |c – b|. 
Докажем, что это равенство выполняется только если a < c < b. Допустим, что с 
меньше а, а значит и b, тогда имеем b – a = a – c + b – c, то есть –a = a – 2c, что 
равносильно а = с. Но это невозможно, так как точка С не совпадает с точкой А. 
Допустим, что с больше b, а значит и больше а. Тогда b – a = c – a + c – b, то есть b 
= c, что также невозможно. Значит выполняется условие a < c < b. 


Докажем второй утверждение. Пусть число с принадлежит интервалу (a; b), то есть 
выполняется неравенство a < c < b. Допустим, точка А лежит между С и B. Тогда 
BC = AC + AB, то есть |с – b| = |c – a| + |b – a|. Раскрываем модули с учётом условия 
a < c < b, получаем b – c = c – a + b – a, или с = a. Допустим теперь, что точка В 
лежит между А и С. Тогда АC = AB + CB, то есть |с – a| = |b – a| + |c – b|, что при 
указанном неравенстве означает c – a = b – a + b – c, или с = b. Таким образом 
только точка С может лежать между А и В, следовательно точка С принадлежит 
отрезку АВ (опр. 3). Теорема доказана. 


§2. Аксиомы VII-X

1. Угол 

Определение 14. Углом называется фигура, которая состоит из двух различных 
полупрямых с общей начальной точкой. Эта точка называется вершиной угла, а 
полупрямые – сторонами угла. 

Пусть прямые a и b пересекаются в точке О. Точка О разбивает каждую из прямых 
на две полупрямые (теорема 11). Пусть, например, ОА – одна из полупрямых 
прямой а, а OB – полупрямая прямой b. Тогда по определению они образуют угол 
АОВ. 


c =
a + b

2
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Определение 15. Если стороны угла являются дополнительными полупрямыми 
одной прямой, то угол называется развёрнутым. 


Существование развёрнутых углов следует из существования дополнительных 
полупрямых. Угол обозначается либо указанием его вершины (∠О) либо указанием 
его сторон (∠ab) либо указанием вершины и двух точек на сторонах угла (∠АОВ) – 
при этом вершина пишется посередине.


Определение 16. Говорят, что луч с проходит между 
сторонами угла (ab), если он исходит из вершины 
угла (ab) и пересекает какой-нибудь отрезок с 
концами на сторонах угла. В случае развёрнутого 
угла, считают, что любой луч, исходящий из его 
вершины, и отличающийся от его сторон, проходит 
между сторонами угла. 

Теорема 20. Какой бы ни был угол (ab), существует луч c, проходящий между 
сторонами (ab). 

Доказательство. Рассмотрим случай развёрнутого угла с вершиной О. Его стороны 
лежат на одной прямой (опр. 15), и через точку О можно провести какую-нибудь 
прямую b, пересекающую прямую развёрнутого угла (т. 1). Точка О образует на 
прямой b два луча (т. 11), оба из которых проходят между сторонами развёрнутого 
угла (опр. 16). 


В случае неразвёрнутого угла отметим какую-нибудь точку А на стороне a и точку B 
на стороне b (по теореме 5 на полупрямой есть сколько угодно точек), тогда 
существует отрезок АВ (акс. IV). Пусть С – некоторая точка отрезка АВ (по 
определению отрезка он состоит из точек), проведём через неё прямую ОС (акс. II). 
Луч ОС проходит между сторонами угла (ab), так как пересекает отрезок АВ с 
концами на сторонах угла (ab) (опр. 16). Теорема доказана. 


Аксиома VII. Каждому углу принадлежит положительное действительное число, 
называемое градусной мерой. Развёрнутый угол равен 180°. Если луч с проходит 
между сторонами угла (ab), то градусная мера угла (аb) равна сумме градусных мер 
углов (ас) и (bc).


Знак ° читается как «градусов» и означает, что некоторое число является 
градусной мерой угла.


Определение 17. Два угла, не обязательно различных, называются равными, если 
они имеют одинаковую градусную меру. Из двух неравных углов больше тот у 
которого больше градусная мера, меньше тот у которого меньше градусная мера. 
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Теорема 21. Градусная мера любого неразвёрнутого угла меньше 180°.

Доказательство. Пусть (ab) данный неразвёрнутый угол, тогда полупрямая b не 
является дополнительной к a (опр. 15). Обозначим с полупрямую дополнительную к 

а (т. 14). Тогда угол (ас) развёрнутый (опр. 15) и луч b 
проходит между его сторонами (опр. 16). 
Следовательно по аксиоме VII для градусных мер углов 
выполняется равенство: (ac) = (ab) + (bc). Из этого 
равенства по свойству положительных чисел следует, 
что (ab) < (ac), то есть градусная мера угла (ab) меньше 
градусной меры развёрнутого угла (ac), равной 180°. 
Теорема доказана. 


Следствие 1. Любой неразвёрнутый угол меньше развёрнутого. 

Следствие 2. Если градусная мера угла равна 180°, то угол является развёрнутым.


Теорема 22. Если луч с проходит между сторонами угла (ab), то прямая, 
содержащая луч с, разделяет стороны угла, то есть полупрямые a и b лежат в 
разных полуплоскостях относительно прямой, содержащей луч с. 

Доказательство. Сначала рассмотрим случай, когда угол (ab) развёрнутый. Тогда 

его стороны являются дополнительными 
полупрямыми (опр. 9), точки которых 
разделяются вершиной угла (т. 11). Тогда 
любой отрезок АВ с концами на разных 
сторонах углах, содержит вершину угла 
(опр. 3). Луч с по определению 16 исходит 
из вершины угла. Поэтому отрезок АВ 
пересекается с прямой, содержащей луч 

с, в вершине угла (лемма 1). Следовательно точки А и В лежат в разных 
полуплоскостях относительно прямой, содержащей луч с (т. 8).


Пусть теперь угол (ab) неразвёрнутый. Так как луч с проходит между сторонами 
угла (ab), то он пересекает некоторый отрезок AB с 
концами на сторонах угла (опр. 16). Так как 
отрезок АВ пересекается с прямой, содержащей 
луч с, то точки А и В лежат в разных 
полуплоскостях относительно этой прямой (т. 8). 


По теореме 9 полупрямая а лежит в одной 
полуплоскости относительно прямой, содержащей 

луч с, именно в полуплоскости где лежит точка А. По той же теореме полупрямая b 
лежит в полуплоскости, которой принадлежит точка В. Так как точки А и В лежат в 
разных полуплоскостях относительно прямой, содержащей луч с, то и полупрямые 
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а и b лежат в разных полуплоскостях и в случае развёрнутого, и в случае 
неразвёрнутого угла. Теорема доказана. 


Теорема 23. Если луч с проходит между сторонами неразвёрнутого угла (ab), то он 
пересекает любой отрезок с концами на сторонах угла (ab). 

Доказательство. Пусть CD произвольный отрезок с концами на сторонах угла (ab). 

По теореме 22 прямая, содержащая луч с, разделяет 
стороны угла, следовательно точки C и D лежат в 
разных полуплоскостях относительно этой прямой. 
Тогда по теореме 8 прямая, содержащая луч с, 
пересекает отрезок CD в некоторой точке E. 
Докажем, что точка Е лежит на луче с, а не на 
дополнительном к нему луче. 


Если луч с проходит между сторонами угла (ab) то по 
определению он пересекает некоторый отрезок АВ с концами на сторонах угла. 
Обозначим их точку пересечения F.  


По теореме 9 луч а лежит в одной полуплоскости относительно прямой OD (О – это 
вершина угла). Значит точки А и С лежат в одной полуплоскости. Тогда по теореме 
10 отрезки АВ и CD тоже лежат в одной полуплоскости относительно прямой OD (в 
полуплоскости своих концов А и С). Значит точки F и Е лежат в одной 
полуплоскости относительно OD. 


Допустим, что точка E лежит на полупрямой дополнительной к с (¬). Тогда точки E и 
F разделяются точкой О (т. 11), и тогда эти точки лежат в разных полуплоскостях 
относительно прямой OD (т. 8), что противоречит тому, что они лежат в одной 
полуплоскости ⨂. Значит точка E лежит на луче с. Теорема доказана. 


Аксиома VIII. Каково бы ни было положительное число α, меньшее 180, от данной 
полупрямой в данную полуплоскость (относительно прямой, содержащей 
полупрямую) можно отложить и притом только один угол с градусной мерой α. 


Градусные меры углов часто обозначают греческими буквами α (альфа), β (бета), 𝛾 

(гамма), 𝜃 (тета), 𝜙 (фи) и т. д.


Теорема 24. Если от полупрямой а отложить в одну полуплоскость углы (ab) и (ac), 
то либо луч b проходит между сторонами угла (ас) либо луч с проходит между 
сторонами угла (ab). 

Доказательство. Обозначим через d полупрямую, дополнительную к полупрямой а 
(т. 14). Углы (db) и (dc) различны и отложены в одну полуплоскость, значит они не 
равны (акс. VIII). Следовательно один из них меньше другого (опр. 17). Пусть, 
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например, угол (db) меньше угла (dc). Отметим на полупрямых a, b и d точки A, B, D 
(т. 5). Тогда начальная точка лучей a, b и c лежит на отрезке AD (т. 11). 


Прямая, содержащая луч с, пересекает сторону AD треугольника DAB. Поэтому по 
теореме 7 она пересекает либо сторону DB либо сторону AB. Точка пересечения 
лежит на луче с, потому что отрезки DB и AB лежат в полуплоскости точки В 
относительно прямой DA (т. 10), а точка В лежит на луче b, который по условию 
лежит в одной полуплоскости с лучом с. Таким образом луч с пересекает либо 
отрезок DB либо отрезок AB. 


Если бы луч с пересекал отрезок DB (¬), то он проходил бы между сторонами угла 
(db) (опр. 16). Тогда по аксиоме VII (dc) + (cb) = (db), а значит ∠(dc) < ∠(db), но мы 
рассматриваем случай, когда ∠(db) < ∠(dc) ⨂. Поэтому луч с не пересекает отрезок 
DB, а значит, пересекает отрезок AB. Но это и означает, что луч с проходит между 
сторонами угла (ab) (опр. 16). 


В случае когда ∠(dc) < ∠(db) ход доказательства аналогичен. Теорема доказана. 


Теорема 25. Если от полупрямой а отложить в одну полуплоскость углы (ab) и (ac), 
такие что угол (aс) меньше угла (ab), то луч с будет проходить между сторонами 
угла (ab). 

Доказательство. По теореме 24 либо луч b проходит между сторонами угла (ac) 
либо луч с проходит между сторонами угла (ab). Допустим, что луч b проходит 
между сторонами угла (ac) (¬). Тогда по аксиоме VII (ab) + (bc) = (ac), а значит, ∠(аb) 
< ∠(аc), но по условию ∠(ас) < ∠(ab) ⨂. Следовательно луч с проходит между 
сторонами угла (ab). Теорема доказана.


Определение 18. Луч с, проходящий между сторонами угла (ab), называется 
биссектрисой угла (ab), если (ac) = (bc). 


Теорема 26. У каждого угла существует биссектриса.

Доказательство. Пусть (ab) данный угол. Отложим от полупрямой а в полуплоскость 
луча b угол (ac), градусная мера которого равна половине градусной меры угла (ab) 
(акс. VIII). Так как ∠(ас) < ∠(ab), то по теореме 25 луч с проходит между сторонами 
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угла (ab). Тогда (ab) = (ac) + (bc), следовательно (bc) = (ab) – (ac) = (ab) –  =  = 

(ac). Таким образом луч с – биссектриса угла (ab) (опр. 18). Теорема доказана. 


2. Равенство треугольников


Определение 9. Треугольником называется фигура, которая состоит из трёх точек, 
не лежащих на одной прямой, и трёх попарно соединяющих их отрезков. Эти точки 
называются вершинами треугольника, а отрезки – сторонами. 


Треугольник обозначается указанием его вершин, например, 
∆АВС. Существование треугольника непосредственно следует 
из аксиом I и IV.


Определение 19. Углом треугольника АВС при вершине А 
называется угол, образованный лучами АВ и АС. Углы при 

вершинах В и С определяются аналогично. 


Для удобства речи можно сказать, что угол при вершине А это угол между 
сторонами АВ и АС, угол при вершине В это угол между сторонами ВС и ВА, и так 
далее. Будем говорить, что угол при вершине треугольника лежит против стороны, 
для которой эта вершина не является концом. Например, угол при вершине А лежит 
против стороны ВС, угол при вершине В лежит против стороны АС, угол при 
вершине С лежит против стороны АВ. Можно сказать и наоборот, что сторона ВС 
лежит против угла А и так далее. 


Определение 20. Два треугольника АВС и DEF, не обязательно различных, 
называются равными, если стороны одного треугольника можно приравнять к 
сторонам другого так, что каждая сторона участвует в одном и только одном 
равенстве, например, AB = DE, BC = EF, AC = DF, и при этом углы, лежащие против 
приравненных сторон, тоже равны друг другу, то есть ∠С = ∠F, ∠А = ∠D, ∠В = ∠E.


Приравненные стороны (углы) также называют соответствующими (или просто 
равными) сторонами (углами). 


(a b)
2

(a b)
2
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3. Параллельные прямые


Определение 21. Две прямые на плоскости называются параллельными, если они 
не пересекаются. 


Обозначение: a || b. 

Аксиома X. Через точку, не лежащую на данной прямой, на 
плоскости может проходить не более одной прямой, 
параллельной данной.


Пусть С – точка на прямой АВ, лежащая между 
точками А и В, а D – точка не лежащая на прямой 
АВ. Построим луч CD и получим два угла ACD и 
BCD у которых сторона CD общая, а две другие 
стороны CA и CB являются дополнительными 
полупрямыми, так как точки А и В этих полупрямых 
разделяются начальной точкой С. 


Определение 22. Два угла называются смежными, если у них одна сторона общая, 
а другие стороны этих углов являются дополнительными полупрямыми. 


Теорема 27. Сумма смежных углов равна 180°.

Доказательство. Пусть ACD и BCD данные смежные углы. Так как CA и CB 
дополнительные полупрямые, они образуют развёрнутый угол (опр. 15). Луч CD 
проходит между сторонами этого развёрнутого угла (опр. 16). Тогда по аксиоме VII 
сумма углов ACD и BCD равна 180°. Теорема доказана.


Из теоремы 27 следует, что если мы знаем один из смежных углов, например α, то 
второй будет равен 180° – α.


Лемма 4. Сумма любых двух углов треугольника не равна 180°.

Доказательство. Пусть АВС данный треугольник. Допустим, что сумма его углов 

при вершинах А и В равна 180° (¬). 
Обозначим α градусную меру угла ВАС 
и β градусную меру угла АВС. Таким 
образом α + β = 180°. Отложим на 
полупрямой дополнительной к ВС 
отрезок BC1, равный АС. Углы АВС и 
АВС1 являются смежными (опр. 22), 
значит ∠ABC1 = 180° – β = α. В 

треугольниках АВС и BAC1 АС = ВС1, АВ = ВА, ∠ВАС = ∠ABC1, следовательно по 
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аксиоме IX ∆АВС = ∆BAC1. По определению 
равных треугольников, их углы, лежащие против 
равных сторон, равны. Значит ∠BAC1 = ∠АВС = β. 


Точки С и С1 лежат на дополнительных 
полупрямых и, следовательно, разделяются 
точкой В (т. 11). Тогда по определению отрезка 

точка В принадлежит отрезку СС1. Луч АВ пересекает отрезок СС1 в точке В, 
значит он проходит между сторонами угла САС1 (опр. 16). Тогда по аксиоме VII 
∠CАC1 = ∠CAB + ∠BAC1 = α + β = 180°. Следовательно угол САС1 является 
развёрнутым (следствие 2 из теоремы 21). По определению развёрнутого угла 
полупрямые АС и АС1 являются дополнительными, то есть состоят из точек одной 
прямой. Таким образом точка С1 принадлежит прямой АС. Прямая АС не совпадает 
с прямой BC, потому что точка А не лежит на прямой ВС по определению 
треугольника АВС. Получается, что две различные прямые АС и ВС пересекаются в 
двух точках С и С1, что противоречит теореме 2 ⊗. Значит сумма углов А и В не 
равна 180°. Лемма доказана. 


Теорема 28. Через точку, не лежащую на данной прямой, можно провести прямую, 
параллельную данной. 

Доказательство. Пусть а – данная прямая, и А – точка не лежащая на прямой а. 
Отметим на прямой а две точки В и С, и проведём прямую АВ (акс. I и II). Отложим 
от полупрямой АВ в полуплоскость точки С угол BAD с градусной мерой, равной 
180° – ∠АBC (акс. VIII). Мы утверждаем, что прямые BC и AD параллельны. 


Обозначим α градусную меру угла ABC, и β градусную меру угла BAD. Тогда β = 
180° – α. Заметим, что угол смежный с углом АВС равен 180° – α, то есть равен β, а 
угол смежный с углом BAD равен 180° – β = α (т. 27). 


Допустим, что прямые BC и AD пересекаются в некоторой точке Е (¬). Точка Е не 
лежит на прямой AB, потому что у прямых AB и BC не может быть двух общих 
точек (т. 2). Значит точка Е лежит либо на полупрямых AD и BC, либо на 
дополнительных к ним, в зависимости от того в какой полуплоскости относительно 
прямой АВ она оказалась. Тогда существует треугольник ABE, у которого сумма 
углов EAB и EBA равна α + β = 180°, не зависимо от того в какой полуплоскости 
относительно АВ лежит точка Е. А это противоречит лемме 4 ⊗. Следовательно 
прямые BC и AD не могут пересекаться, то есть являются параллельными. Теорема 
доказана. 


Из теоремы 28 и аксиомы X следует, что через точку, не лежащую на данной 
прямой, можно провести и при том только одну прямую, параллельную данной.  

21



Теорема 29. Пусть прямая a параллельна прямой b. Тогда все точки прямой a лежат 
в одной полуплоскости относительно прямой b. 

Доказательство. Пусть А и В произвольные точки прямой a. Прямая a параллельна 
b, значит эти прямые не имеют общих точек (опр. 21). Отрезок AB состоит из точек 
прямой a (опр. 3), значит он тоже не имеет общих точек с прямой b, то есть не 
пересекается с этой прямой. Значит по теореме 8 точки A и B лежат в одной 
полуплоскости относительно прямой b. Теорема доказана. 


4. Анализ аксиоматики


Пространственные аксиомы.


Аксиома С1. Какова бы ни была плоскость, существуют точки, принадлежащие этой 
плоскости, и точки, не принадлежащие ей.


Аксиома С2. Если две различные плоскости имеют общую точку, то они 
пересекаются по прямой, проходящей через эту точку.


Аксиома С3. Если две различные прямые имеют общую точку, то через них можно 
провести плоскость, и притом только одну. 


Перечислим основные (неопределяемые) понятия аксиоматики. 

Основные фигуры: точка, прямая, плоскость.

Основные отношения: принадлежность прямой, принадлежать плоскости, лежать 
между, иметь длину, иметь градусную меру.


Замечание. Принадлежность точки прямой не определяется, поэтому является 
основным понятием, а вот принадлежность точки отрезку или полупрямой имеют 
определение. Например, точка принадлежит отрезку АВ если она лежит между 
точками А и В. Поэтому принадлежность отрезку/полупрямой не является 
основным понятием. 


Длина и градусная мера не относятся к основным понятиям, потому что указано, 
что это такое – числа, соответствующие отрезку/углу. А вот как именно они 
поставлены в соответствие не известно, так как это соответствие задано 
аксиомами. Поэтому иметь длину и иметь градусную меру – основные понятия.


Упражнения

К § 1 п. 3 
1. Точки А, В и С лежат на одной прямой. Какая из этих точек лежит между двумя 
другими, если известны длины отрезков: АВ = 4,6; АС = 8,4; ВС = 3,8.  
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2. Могут ли точки А, В и С лежать на одной прямой, если АВ = 5, ВС = 7, АС = 6? 


3. Точки А, В и С лежат на одной прямой. Длина отрезка АВ равна 3,8, длина АС 
равна 2,4. Найдите длину отрезка ВС.  

4. Доказать, что если на полупрямой АВ из её начальной точки А отложить отрезок 
АС, больший отрезка АВ, то точка В будет лежать между точками А и С. 


5. Отрезок АВ = 5. На полупрямой АВ отложен отрезок АС = 3. Как расположены 
точки А, В и С? Чему равна длина отрезка ВС? 


6. Даны четыре точки: А, В, С и D. Точки А, В и С лежат на одной прямой, и точки B, 
C и D тоже лежат на одной прямой. Докажите, что все четыре точки лежат на 
одной прямой. 


7. Даны четыре прямые a, b, c и d. Прямые a, b и с пересекаются в одной точке, и 
прямые b, c и d тоже пересекаются в одной точке. Докажите, что все четыре 
прямые пересекаются в одной точке. 


К § 1 п. 4 
8. Прямая AB пересекает отрезок CD, а прямая CD пересекает отрезок AB. 
Докажите, что отрезки АВ и CD пересекаются.


9. Дана прямая а и не лежащие на ней точки А, В, С и D. Отрезки АВ, ВС и CD 
пересекают прямую а. Пересекает ли прямую а отрезок AD? Обоснуйте ответ.


10. Дана прямая а и не лежащие на ней точки А, В, С и D. Отрезки АВ и СD не 
пересекают прямую a, отрезок ВС пересекает прямую а. Пересекает ли прямую а 
отрезок AD? Обоснуйте ответ.


11. Дана прямая а и не лежащие на ней точки А, В, С и D. Отрезки АВ, ВС и CD не 
пересекаются с прямой а. Пересекает ли прямую а отрезок AD? Обоснуйте ответ.


К § 1 п. 5 
12. Отрезки АВ и CD лежат на разных прямых и пересекаются в точке О. Доказать, 
что отрезок BD не пересекает прямую АС. 


13. Дан треугольник АВС. На стороне АС взята точка D, а на стороне ВС – точка E. 
Докажите, что отрезки АЕ и BD пересекаются.


14. Укажите пары совпадающих и дополнительных полупрямых на рисунке. 
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15. Точки А, В, С и D лежат на одной прямой. Точка В лежит между А и С, точка С 
лежит между В и D. Доказать, что точка С лежит между А и D.


16. Точки В и D лежат между точками А и С, точка В лежит между A и D. Доказать, 
что точка D лежит между В и С.


К § 1 п. 6 
17. Пусть С1 – середина отрезка АВ, а С2 середина отрезка ВD. Докажите, что АD = 
2C1C2. 

К § 2 п. 1 
18. Приведите пример, каковы должны быть градусные меры углов (ab), (ac) и (bc), 
чтобы луч с не мог проходить между сторонами угла (ab). 


К § 2 п. 2 
19. В треугольниках FPL и MNK FP = MN, PL = NK, FL = MK, ∠F =∠K, ∠P =∠M, ∠L = 
∠N. Можно ли из этого сделать вывод, что треугольники равны?


20. В треугольниках АВС и АВ1С АВ = АВ1 и ∠ВАС = ∠В1АС. Доказать, что ВС = 
В1С.


21. Точка Е лежит на прямой АВ между точками А и В. Точка С лежит на прямой BD 
между точками B и D. АВ = 5, АС = 7, ВС = 3, АЕ = 2, CD = 2. Найти длину ED. 


К § 2 п. 3 
22. Пусть прямые a и b пересекаются в точке А. Точка E не принадлежит прямым a 
и b. Докажите, что через точку E можно провести прямую, не проходящую через 
точку А и пересекающую прямые a и b. 


Решения упражнений

1) Допустим точка А лежит между В и С. Тогда для длин отрезков АВ, АВ и ВС по 
аксиоме IV должно выполняться равенство: ВС = АВ + АС. Но 3,8 ≠ 4,6 + 8,4. Значит 
точка А не лежит между В и С. Аналогично проверяется, что точка С не лежит 
между А и В. Следовательно точка В лежит между точками А и С, потому что 
только в этом случае для длин отрезков выполняется равенство, требуемое 
аксиомой IV: АС = АВ + ВС. 


2) Не могут. Если три точки лежат на одной прямой, то одна из них лежит между 
двумя другими (акс. III), тогда по аксиоме IV сумма длин каких-нибудь двух отрезков 
должна быть равна третьему, что не выполняется. 
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3) Рассмотрим три случая расположения точек А, В и С. 

Если точка А лежит между точками В и С, то ВС = АС + АВ = 2,4 + 3,8 = 6,2.

Если точка С лежит между А и В, то АВ = АС + ВС ⇒ ВС = АВ – АС = 3,8 – 2,4 = 1,4.


Если точка В лежит между А и С, то АС = АВ + ВС ⇒ ВС = АС – АВ = 2,4 – 3,8 = –1,4. 

Но по аксиоме аксиоме IV длина должна быть больше нуля, следовательно точка В 
не может лежать между А и С. Ответы к задаче: 6,2 или 1,4. 


4) Точка А не может лежать между точками В и С, потому что А начальная точка 
полупрямой АВ (опр. 5 и 2). Если бы точка С лежала между А и В (¬), то по аксиоме 
IV АС + ВС = АВ, а значит АВ > АС (по свойству положительных чисел), но по 
условию AС > AB ⨂. Значит точка C не лежит между А и B. Но одна из трёх точек 
на прямой должна лежать между двумя другими (акс. III), значит точка B лежит 
между А и C.  

5) АС < AB, значит по теореме 4 точка С лежит между А и В. Тогда по аксиоме IV АВ 
= АС + BC, следовательно BC = AB – AC = 5 – 3 = 2. 


6) Через точки В и С проходит одна прямая ВС (акс. II), по первому условию точка А 
лежит на прямой ВС, а по второму точка D лежит на прямой ВС, следовательно все 
четыре точки лежат на одной прямой. 


7) Прямые b и с могут пересекаться только в одной точке (т. 2). По первому 
условию, прямая а проходит через точку пересечения прямых b и с, а по второму 
прямая d проходит через точку пересечения прямых b и с, следовательно все 
четыре прямые пересекаются в одной точке. 


8) Раз прямая АВ пересекает отрезок CD, который по определению является 
частью прямой CD, то прямые АВ и СD пересекаются в некоторой точке E. Точка Е 
– единственная общая точка прямых АВ и СD (т. 2). По первому условию точка Е 
лежит на отрезке CD, а по второму на отрезке AB. Следовательно E – общая точка 
отрезков АВ и CD, а значит они пересекаются.


9) Отрезок АВ пересекает прямую а, 
следовательно точки А и В лежат в 
разных полуплоскостях относительно 
прямой а. Отрезок ВС пересекает 
прямую а, значит точка С не лежит в 
полуплоскости точки В, а лежит в 
полуплоскости точки А. Отрезок СD 
пересекает прямую а, значит точка D не 

лежит в полуплоскости точек С и А, а лежит в другой полуплоскости. Раз точки А и 
D лежат в разных полуплоскостях, отрезок AD пересекает прямую а. 
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10) Отрезок АВ не пересекает прямую а, значит 
точка В лежит в полуплоскости точки А. Отрезок 
ВС пересекает прямую а, значит точка С не лежит в 
полуплоскости точек В и А, а лежит в другой 
полуплоскости. Отрезок СD не пересекает прямую 
а, значит точка D лежит в одной полуплоскости с 
точкой С, и в разных полуплоскостях с точкой А. 

Следовательно отрезок АD пересекает прямую а. 


11) Отрезок АВ не пересекает прямую а, значит 
точка В лежит в полуплоскости точки А. Отрезок 
ВС не пересекает прямую а, значит точка С лежит в 
одной полуплоскости с точками В и А. Отрезок СD 
тоже не пересекает а, значит точка D лежит в 
одной полуплоскости с точкой С, а также В и А. 
Следовательно отрезок AD не пересекается с а. 


12) Прямая АС не совпадает с прямой АВ, так как иначе у прямых АВ и СD были бы 
две общие точки С и О, что невозможно по аксиоме II. Тогда по 
теореме 10 отрезок АВ лежит в одной полуплоскости 
относительно прямой АС, а именно в полуплоскости точки В. 
Следовательно в этой полуплоскости лежит и его точка О. 
Аналогично отрезок CD лежит в полуплоскости, которой 
принадлежит его конец D, относительно прямой АС, а значит в 
этой же полуплоскости лежит его точка О.  Получаем, что точки B 
и D лежат в одной полуплоскости с точкой О относительно 

прямой АС. Следовательно по теореме 8 отрезок BD не пересекает прямую АС. 


13) Отрезок ВС лежит в полуплоскости точки С относительно прямой BD (т. 9). 
Значит в этой же полуплоскости лежит его точка Е. 
Точки А и С лежат в разных полуплоскостях, 
относительно прямой BD, так как отрезок АС 
пересекается с этой прямой в точке D (т. 7). 
Следовательно точки А и Е лежат в разных 
полуплоскостях относительно прямой BD и отрезок 
АЕ пересекает эту прямую.


Повторим эти же рассуждения так, чтобы в конце 
получить пересечение отрезка BD и прямой АЕ. Отрезок АС лежит в полуплоскости 
точки С относительно прямой АЕ. Значит в этой же полуплоскости лежит его точка 
D. Точки В и С лежат в разных полуплоскостях, относительно прямой АЕ, так как 
отрезок ВС пересекается с этой прямой в точке Е. Следовательно точки В и D 
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лежат в разных полуплоскостях относительно прямой AE и отрезок BD пересекает 
эту прямую.


Прямые АЕ и BD пересекаются в одной точке (т. 2). По доказанному на прямой АЕ 
это точка принадлежит отрезку АЕ, а на прямой BD отрезку BD. Следовательно 
отрезки АЕ и BD пересекаются. 


14) Дополнительные АВ и АС; BA и BD, совпадающие АВ и AD; BA и BC; DA, DB и 
DC; CA, CB и CD.


15) Точка С делит прямую на две полупрямые (т. 11). Точка С лежит между точками 
В и D, следовательно точки B и D лежат на разных полупрямых. Точка В лежит 
между точками A и С, следовательно точки А и В лежат по одну сторону от точки С 
(опр. 2), следовательно точка А лежит на полупрямой CB (опр. 5). Точки А и D 
принадлежат разным полупрямым, следовательно они разделяются точкой С (т. 
11). 


16) Нам даны три условия: 

1. Точка B лежит между А и С (А - В - С), 

2. Точка D лежит между А и С (А - D - С), 

3. Точка В лежит между А и D (A - B - D).




Рассмотрим все возможные расположения точек В, С и D. 

Допустим, что точка С лежит между В и D. Тогда существуют полупрямые СВ и CD, 
и точка А лежит на полупрямой СВ (условие 1), следовательно точка А не лежит на 
полупрямой CD, то есть точки А и D разделяются точкой С, что противоречит 
условию 2. Значит точка С не может лежать между В и D .


Допустим, что точка B лежит между D и С. Тогда существуют полупрямые BD и BC. 
Точка А не лежит на BD (условие 3), следовательно точка А лежит на полупрямой 
BС, но это противоречит условию 1. Значит точка В не лежит между D и С.


Так как одна из трёх точек лежит между двумя другими, точка D лежит между 
точками B и С.


17) Обозначим a, b, d, c1, c2 координаты точек А, В, D, C1, C2 соответственно. 

Воспользуемся результатом теоремы 18. , . Тогда |c2 – c1| = c1 =
a + b

2
c2 =

b + d
2
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. Отсюда имеем |d – a| = 2|c2 – c1|, что в 

соответствии с теоремой 17 означает АD = 2C1C2. 

18) Например, ∠(ac) = 35°, ∠(bс) = 40°, ∠(ab) = 90°. Луч с не может проходить между 
сторонами угла (ab), потому что в этом случае должно выполняться равенство ∠(ab) 
= ∠(ac) + ∠(bс), а оно при таких градусных мерах не выполняется. 


19) Нет, так как углы, лежащие против приравненных сторон не приравнены друг 
другу. Например, по условию FP = MN, но не сказано, что 
угол L, лежащий против FP, равен углу K, лежащему против 
MN.


20) По условию АВ = АВ1 и ∠ВАС = ∠В1АС, и сторона АС 
обоих треугольников общая, то есть АС = АС. Значит 
выполняются все три условия аксиомы IX, поэтому ∆АВС = 
∆АВ1С. По определению равенства треугольников это 
означает, что ВС = В1С. 



21) Точка Е лежит между А и В, следовательно AB = BE + 
EA ⇒ BE = AB – EA = 5 – 2 = 3.


Точка С лежит между B и D, следовательно DB = CD + BC = 
2 + 3 = 5.

Точки E и А лежат по одну сторону от точки В, 
следовательно лучи BE и BA совпадают. Аналогично, 
совпадают лучи BC и BD, следовательно EBD и ABC это 
один и то же угол. Тогда в треугольниках DBE и ABC DB = 
AB = 5, BE = BC = 3, угол B общий, следовательно ∆DBE = 
∆ABC по аксиоме IX. По определению в равных треугольниках стороны, лежащие 
против приравненных углов, равны, значит ED = AC = 7. 


22) Проведём через точку Е прямую с, параллельную прямой b. Эта прямая не 
может быть параллельна a, потому что иначе 
получится, что через точку А проходят две 
прямые (a и b), параллельные прямой с, что 
противоречит аксиоме X. Следовательно прямая 
с пересекает a в некоторой точке B. Отметим на 
прямой а точку С, отличную от точек А и B, и 
построим прямую ЕС. Эта прямая не может быть 
параллельна прямой b, так как в этом случае 
через точку E проходили бы две прямые (EB и 
EC), параллельные b. Следовательно, прямая EC 

|
b + d

2
−

a + b
2

| =
|b + d − a − b |

2
=

|d − a |
2
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пересекает прямую b в некоторой точке, отличной от точки А (потому что у прямых 
ЕС и а не может быть двух общих точек С и А). 


29


